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9-дәрiс. Параболалық теңдеулер. Жылуөткiзгiштiк теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк

(шектеулi аймақ) есептi Фурье әдiсiмен шешу.

Дәрiстiң мақсаты – параболалық типтi теңдеуге жататын жылуөткiзгiштiк теңдеуi үшiн бастапқы

шеттiк есептi Фурье әдiсiмен шешу

Негiзгi сұрақтар:

1. Бiртектi жылуөткiзгiштiк теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк есеп.

2. Бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк есеп

1 Бiртектi жылуөткiзгiштiк теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк есеп

Бiр өлшемдi жылуөткiзгiштiк теңдеуiн қарастырайық:

ut = α2uxx, 0 < x < L, t > 0, (1.1)

мұндағы u(x, t) — температура, α > 0 — жылуөткiзгiштiк коэффициентi.

Бастапқы шарт:

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L. (1.2)

Шеттiк шарттар (мысалы, Дирихле типi):

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0. (1.3)

2 Шешудiң Фурье әдiсiмен шығару жолы

2.1 Бөлшектеу әдiсi

Шешiмдi айнымалыларды ажырату әдiсi бойынша iздеймiз:

u(x, t) = X(x)T (t).
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Теңдеуге (1.1) қойсақ:

X(x)T ′(t) = α2X ′′(x)T (t) =⇒ T ′(t)

α2T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ,

мұндағы λ — бөлшектеу тұрақтысы.

2.2 Шектi теңдеулер

Кеңiстiк бөлiгi:

X ′′ + λX = 0, X(0) = 0, X(L) = 0.

Бұл классикалық Штурм-Лиувиль теңдеуi. Оның шешiмi:

Xn(x) = sin
(nπx

L

)
, λn =

(nπ
L

)2

, n = 1, 2, 3, . . .

Уақыт бөлiгi:

T ′
n(t) + α2λnTn(t) = 0 =⇒ Tn(t) = e−α2λnt.

2.3 Жалпы шешiм

u(x, t) =

∞∑
n=1

Bn sin
(nπx

L

)
e−α2(nπ

L )
2
t.

Коэффициенттер Bn бастапқы шарттан табылады:

u(x, 0) = f(x) =

∞∑
n=1

Bn sin
(nπx

L

)
=⇒ Bn =

2

L

ˆ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx.

3 Қорытынды

Бiртектi жылуөткiзгiштiк теңдеудiң бастапқы-шеттiк есебi Фурье қатарлары арқылы шешiледi. Алы-

нған шешiм:

u(x, t) =

∞∑
n=1

[
2

L

ˆ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx

]
sin

(nπx
L

)
e−α2(nπ

L )
2
t .

4 Бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк есеп

Бiр өлшемдi бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеуiн қарастырайық:

ut = α2uxx + F (x, t), 0 < x < L, t > 0, (4.1)
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мұндағы u(x, t) — температура, α > 0 — жылуөткiзгiштiк коэффициентi, F (x, t) — сыртқы жылу көзi

немесе бiртектi емес бөлiк. Бастапқы шарт:

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L. (4.2)

Шеттiк шарттар (Дирихле типi):

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0. (4.3)

5 Шешудiң Фурье әдiсiмен шығару жолы

5.1 Жiктеу әдiсi

Бiртектi емес теңдеудi шешу үшiн оны бiртектi және бiртектi емес бөлiктерге бөлуге болады:

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t),

мұндағы v(x, t) — бiртектi теңдеудiң шешiмi, w(x, t) — бiртектi емес бөлiкпен байланысты шешiм.

5.2 Бiртектi бөлiк:

Бiртектi теңдеудi шешемiз:

vt = α2vxx, v(0, t) = v(L, t) = 0, v(x, 0) = f(x).

Бұның шешiмi Фурье қатарлары арқылы:

v(x, t) =
∞∑

n=1

Bn sin
(nπx

L

)
e−α2(nπ

L )
2
t,

мұндағы

Bn =
2

L

ˆ L

0

f(x) sin
(nπx

L

)
dx.

5.3 Бiртектi емес бөлiк:

Бiртектi емес бөлiк үшiн:

wt = α2wxx + F (x, t), w(0, t) = w(L, t) = 0, w(x, 0) = 0.
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Фурье әдiсiн қолдансақ:

w(x, t) =

∞∑
n=1

Wn(t) sin
(nπx

L

)
,

онда коэффициенттер Wn(t) келесi интегралдық теңдеудi қанағаттандырады:

W ′
n(t) + α2

(nπ
L

)2

Wn(t) = Fn(t), Wn(0) = 0,

мұндағы

Fn(t) =
2

L

ˆ L

0

F (x, t) sin
(nπx

L

)
dx.

Бұл қарапайым бiрiншi реттi ЖДТ, шешiмi:

Wn(t) =

ˆ t

0

e−α2(nπ
L )

2
(t−s)Fn(s) ds.

5.4 Жалпы шешiм

Соңында жалпы шешiм:

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) =

∞∑
n=1

sin
(nπx

L

)[
Bne

−α2(nπ
L )

2
t +

ˆ t

0

e−α2(nπ
L )

2
(t−s)Fn(s) ds

]
.

6 Қорытынды

Бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеудiң бастапқы-шеттiк есебi Фурье қатарлары және Дюамель прин-

ципi арқылы шешiледi.

7 Бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеу үшiн бастапқы-шеттiк есеп: Мысал

және толық шешiмi

Бiр өлшемдi бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеудi қарастырайық:

ut = uxx + sin(πx), 0 < x < 1, t > 0, (7.1)

бастапқы шарт:

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (7.2)

шеттiк шарттар (Дирихле типi):

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0. (7.3)
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8 Шешудiң Фурье әдiсiмен шығару жолы

8.1 Бiртектi емес бөлiк

Фурье әдiсiн қолданамыз. Бiртектi емес бөлiк:

F (x, t) = sin(πx)

деп алсақ, шешiмдi Фурье синус сериясы түрiнде iздеймiз:

u(x, t) =

∞∑
n=1

Wn(t) sin(nπx).

8.2 Фурье коэффициенттерiн табу

W ′
n(t) + (nπ)2Wn(t) = Fn, Wn(0) = 0,

мұндағы

Fn = 2

ˆ 1

0

sin(πx) sin(nπx) dx.

Синус функцияларының ортогоналдылығы бойынша:

Fn =


1, n = 1,

0, n ≥ 2.

8.3 ЖДТ шешiмi

n=1 үшiн:

W ′
1(t) + (π)2W1(t) = 1, W1(0) = 0.

Бұл қарапайым бiрiншi реттi сызықты ОДУ. Ерекше шешiмi:

W1(t) =
1

π2

(
1− e−π2t

)
.

Барлық басқа n ≥ 2 үшiн Fn = 0, сондықтан Wn(t) = 0.

8.4 Жалпы шешiм

Сондықтан толық шешiм:

u(x, t) =
1− e−π2t

π2
sin(πx) .
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9 Қорытынды

Бiртектi емес жылуөткiзгiштiк теңдеудiң бастапқы-шеттiк есебi Фурье әдiсiмен шешiледi. Мұндағы

маңызды қадамдар:

• Бiртектi емес функцияны Фурье синус сериясына жiктеу;

• Әрбiр Фурье коэффициентiне қатысты қарапайым бiрiншi реттi ОДУ шешу;

• Барлық n бойынша қосып, толық шешiм алу.

Студенттерге қосымша әрi толыққанды мәлiметтер алу үшiн [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] әдебиеттер

ұсынылады.
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